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INTRODUCTION 
La notion de localisation d’un anneau est connue et utilisee d puis 
longtemps dans divers cas particuliers (parexemple les anneaux des fractions), 
mais sa forme generale a CtC obtenuc par Gabriel [4] al’occasion de l’etude s 
categories quotients d’une categoric de modules, par une sous-categoric 
localisante; en m&me temps il a donni: des applications i teressantes de cette 
notion (theoreme de Goldie par cxemple). 
Selon notre opinion la notion de la localisation est fondamentale dans la 
theorie des anneaux et loin d’Ctre achevee. Des resultats dans ce sens se 
trouvent dans [4], [lo] et [13]. Le travail present est en quelque sorte un 
developpement des resultats CnoncCs dans [l l] et cst axe autour de la notion 
d’epimorphisme plat (a gauche) des anneaux. 
Dans le premier paragraphe on donne des definitions, observations et 
quelques resultats nouveaux sur la theorie des localisations, qui Ctablissent 
une liaison e tre cette notion et les anneaux totals des quotients d’un anneau 
(d’apres Utumi-Lambek). 
Dans le deuxieme paragraphe, onobtient des caracterisations des Cpimor- 
phismes plats d’anneaux, analogues au cas commutatif [IO] mais le resultat 
principal est le theoreme 2.7. Nous remarquons que la demonstration de
l’implication (1)3 (3) est immediate n utilisant les categories quotients 
d’une categoric abelienne par une sous-categoric localisante ([4] chap. III, 92) 
mais nous donnons une demonstration directe, naturelle, mais pas facile. 
Comme une consequence onobticnt letheoreme 2.3 de [13] qui est en quelque 
sorte une reciproque d la proposition 4, corollairc 2 de[4]. 
Dans lc troisieme paragraphe on donne des applications: par exemple nous 
caracterisons le ideaux _a d’un anneau commutatif tel que A/g soit plat 
(Une telle caracterisation n’est pas vraie dans le cas non commutatif; 
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C. Nllstksescu a d scontre-exemples). Kous montrons que si A est un anneau 
reduit, alors tout module simple projectif est injectif. 
Le quatrieme paragraphe, contient laconstruction de l’anneau M(A) 
(a gauche) analogue avec la memc notion pour le cas commutatif [g]. Ici l 
y a des problemes: par excmple, onpeut construire I’anneau M(A) a droite et
il serait nteressant de savoir quclle iaison il ya entre ces deux anneaux. Puis 
il ya la question: quelle iaison y a-t-i1 entre M(A) (a gauche) tl’anneau total 
des quotients des A [7], enparticulier, dans quelle hypotheses ilcoincident. 
Cela est vrai, par excmple, pour les anneaux de Goldie [4]. sous n’avons pas 
des reponses memc dans le cas commutatif. 
1. LA LCCALISATIOS DES ANSEAUX 
Tous les anneaux consider& sont aClement unite; les morphismes d’anneaux 
sont unitaircs. Si A est un anneau, on notcra par mod(A) la categoric des
modules (a gauche) unitaires surA. Soient X E mod(A), X’ un sous-module 
de X et x E X; alors par {X’ : x> on notera l’ideal (a gauche) de A forme 
des elements a tels que ax E X’. 
D~FINITIOK 1. Soit F un ensemble (non-vide) ’ideaux (agauche) de A. 
Nous dirons que F cst une topologie additive a gauche (ou, s’il n’y a pas de 
confusion, u etopologie additive) si les conditions ci-dessous sont satisfaites: 
(a) Si _a c-F ct _h cst un ideal (agauche) tel clue _a C b, alors _bEF. 
(b) Si _a, _b EF, alors a n _b EF. 
(c) Si _a EF et x E A, alors {-a :x) EF. 
(d) Si _a EF et _b est un ideal (a gauche) tel que {_b :x} E F quel que soit 
x E a, alors h E F. 
Une sous-categoric pleine F de mod(A) sera nommee localisante si l s 
conditions suivantes sont remplies: 
(i) Dans la suite exacte d A-modules 
x’ et X” appartiennent a .F si et seulement siX E 9. 
(ii) Si {X,}, est une famille d’objets de F, alors ui Xi (la somme directe de 
A-modules) appartient B 9.
Si F est une topologie additive a gauche sur A, alors lasous-categoric ple ne 
de mod(A) formee de tous les A-modules X tels que pour chaque xE X, 
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((0) : x) EF ((0) es t 1 e sous-module nul de X; on note souvent ((0) : x) par 
Ann(x), l’annulateur de CC) est une sow-cadgorie localisante .9(F) de mod(A). 
La correspondence F H T(F) est une bijection entre les topologies additives 
(a gauche) sur A et les sous-categories localisantes de mod(A) ([4], chap. V, $2). 
Soit F une topologie sur A, soit 9 la sous-cadgorie localisante associee; 
pour X E mod(A), nous notons par X, le plus grand sous-module de X qui 
appartient B 9; en particulier, nous notons A, = TV * rp est un ideal biladre 
de A; il est forme de tous les elements x E A tels qu’il y a un _a EF tel que 
_a * x = 0. Pour X E mod(A), considerons le groupe abelien 
(la limite inductive est filtree par l’inclusion des idtaux de F). Ce groupe a une 
structure de A-module. Nous dirons que Xr est le IocalisC de X par rapport 
a F; il existe un morphisme canonique de A-modules $x : X + XF; en 
particulier AF est un anneau, #A un homomorphisme d’anneaux. AF sera 
nomme l’anneau de localisation de A par rapport a F ou le localise de A par 
rapport a F; #A sera nomme le morphisme de localisation. Nous envoyons 
le lecteur a [4], chap. V, 92 pour les proprietes de l’anneau de localisation. 
Nous allons enoncer seulement quelques resultats assez simples qui seront 
utilis6s dans ce qui suit. 
LEMME 1.1. Pour X E mod(A), les affirmations suivantes sont t+uivalentes: 
(1) $x : X -* XF est un isomorphisme; 
(2) Pour tout i&al _a E F et tout morphisme de A-modules f : _a -+ X, il 
existe un morphisme unique de A-modules3 : A --+ X prolongeant f. 
Un objet X de mod(A) q ui verifie les conditions du lemme ci-dessus sera 
nomme F-ferme (ou 9--fermC); on peut demontrer immediatement que, 
quel que soit Y E mod(A), son localise YF par rapport 5 F est F-ferme. 
LEMME 1.2. Soit _a un idkal &gauche de A tel que A,#,@) = AF. Alors _a E F. 
LEMME 1.3. Pour tout a E F, on a A, OR (A/& E 9. 
En effet, chaque Clement de A, @A (A/a) a la forme y @ i ou i est l’image 
de 1 (Clement unite de A) dans A/g. Soit a’ = (+bA(A) : y); alors a’ EF. Puis 
on considere le diagramme cartesien 
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oh i est induit par $A , f est la multiplication par y(f(x) = #A(~)y). On deduit 
immediatement quei’@“) = Ann(y @ i) est un Clement de F. 
Soient F, F’ deux topologies (a gauche) sur l’anneau A; nous Ccrirons 
F < F’ si tout ideal de F est dans F’. 
Evidemment dans ce cas yF C rF’ et tout A-module F’-ferme est F-ferme 
(lemme 1.1). Alors il existe ununique morphisme d’anneaux 9,: AF + A,, 
tel que +A’ = v 0 $A , oh (ccA’ a la mCme signification que #A. Pour le cas 
non-commutatif lespropositions 1.4 et 1.5 de [IO] sont encore valables. 
Entre les localisGs d’un anneau par rapport aux diverses topologies (a 
gauche) et les enveloppes injectives de certains autres anneaux il y a une 
liaison Ctroite. Dans ce qui suit nous indiquons quelques rCsultats dans cette 
direction, stirement importantes dans l’etude la structure des anneaux. 
Nous dirons que la topologie (a gauche) F sur l’anneau A est saturee si
quel que soit la topologie F’ avec yF = rFj on a F’ < F. 
~OPOSITION 1.4. Soit F une topologie (h gauche) SUY L’anneau A.Les 
aJirmations suivantes sont f?quivalentes: 
(1) F est saturke; 
(2) SiQ est l’enveloppe injtktive du A-module A/Y~ et si gest un idtfal &gauche 
de A tel que hom,(A/_a, Q) = 0 aloes _aE F; 
(3) Si a est un idJa1 ci gauche tel que pour tout Ument x1 E A - yF et pour 
tout %ment x2 E i2 il y a un &ment x E A tel que x . x1 $ r, et x . x2 E _a, 
alors _a EF. 
D&nonstration. (1)2 (2). Soit F’ la topologie a gauche sur A formee des 
ideaux g tels que hom,(A/_a, Q) = 0, oti Q est une enveloppe injective de 
A/rF dans mod(A). I? vr emment F < F’. Nous allons prouver que yF = rF,; ‘d 
en effet, soit x E Y,*; alors ily a un _a EF’ tel que _a *x = 0. Mais Q ne contient 
pas d’elements (#O) qui ont l’annulateur dans F, done x f yF. On deduit 
immediatement queF = F’. 
(1) => (3). Soit F’ 1 ‘ensemble d s ideaux _a qui vCrifient la condition de
I’tnoncC; unesimple verification nous montre que F’ est une topologie surA. 
gvidemment F < F’. Pour terminer, il nous reste a demontrer que yF = rF’ ,
Soit xE rF’ .Alors il y a un _a EF) avec _a *x = 0. Si x $ IF, il existe un
y E A tel que yx 6 rF et yx E _a, ce qui est absurde. Done rF = rF’ et done 
F=F’. 
Les implications (2) 3 (1) et (3) => (1) sont question deroutine etseront 
laissees au lecteur. 
COROLLAIRE 1.5. Soit F une topologie r  gauche SUY A. Aloors ilexiste une 
topologie unique (h gauche) sat&e F SUY A teIle que F < P et yF = rp. Nuus 
dirons que P est la saturke de F. 
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COROI.LAIRE 1.6 (Lambek). 5% E est la topologie ir gauche t&i& sur A 
(form&e set&went de l’i&al A), alors sa sat&e co&&& avec l’ensemhle des 
idbaux & gauche denses de A. 
PROPOSITION 1.7. Soit F une topologie sur A et Q une enveloppe injective 
de A/r, duns mod(A). N ous identifierons AirF ci un sous-module de Q. Alors A, , 
le localism’ de A par rapport & F, est forme’ de tow les &ments y E Q tels que 
(A/r, : y> EF. 
En effet, Q est Cvidemment un objet F-fermit, done AF est un sous-objet de 
Q; done nous avons la situation: 
A/r= C A, C Q 
Soit B le sous-A-module de Q form6 des elements y tels que (A/rF : y> E F. 
On a clairement B 3 A, et B/(Afr,) E P, oti 9 est la sous-categoric localisante 
de mod(A) associee a F. Si a EF et f : _a -+ B est un homomorphisme de 
A-modules, alors il y a un morphisme J : A -+ Q qui prolonge f. Soit 
y =f(l) et _a’ = (A/rF : y}. Alors, p our tout x fz a nous avons 
(_a’ : z-1 =: ((A/rF : y) : x> = (A,/rJ: : xyv) = (A/IF : f (x)) EF 
~onfo~~ment aux axiomes de la definition 1, a’ E F, done y E B. De la 
suite exacte 
0--A&B-B/i4,-+0 
et du fait que B/A,E 9, on deduit que l’inclusion canonique i est un 
isomorphisme. 
Observariotls. (1) Le lecteur pourra trouver facilement des conditions 
suffisantes pour que AF coincide avec Q, Nous remarquons que pour l’etude 
de la localisation dun anneau A par rapport li. une topotogie in gauche F nous 
pouvons admettre (en remplacant Cventuellemcnt l’anneau A par l’anneau 
A/rP et Ia topoiogie F par la topologie a gauche I”’ formee des ideaux a tcls 
que @l(_a> EF, oti zt : A + A/r, est la surjection canonique) que rP = 0. 
(2) Soit I; une topologie 2 gauche sur A et soit ir sa saturee. Exactement 
comme dans le cas rF = 0 ([7]), nous pouvons dCduire que A, coincide 
canoniquement avec l’anneau C = hom,(Q, Q), oh Q est une enveloppe 
injective de A/rF dans mod(A) et B =II: hom,(Q,Q), C &ant consider6 
canoniquement comme B-module. Enfin, AF s’identifie au sous-anneau de C 
formi: de tous les 6lCments f E C tels que (A/rF : f} E F. Mais pour x E A 
et f E C, x *f est 1’ClCment de C defini comme suit: 
(x - f )&I = xf6.z) pour Q E 8. 
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Done x * f E A/rF si et seulement siy E A avec x . f = 7 (7 est la classe 
modulo rF de y), c’est-h-dire pour tout qEQ, (x *f)(q) = x *f(q) = y . q. 
En particulier, si  est la classe d 1 en A/Y~, nous avons 
+.f)(i) = x+f(i) ==ri =y. 
Done f~ A, si et seulement si(A/r, :f (i)) E F. Nous retrouvons ainsi la 
description ci-dessus de AF . 
2. ~PIhIORPHIS3IES PLATS (A GAUCHE) D’ANNEAUX 
Soit CP : A + B un morphisme d’anneaux. Nous notons F* : mod(B) -* 
mod(A) le fonctcur “ estriction”. CJI* estun foncteur fidele, exact et admet 
deux adjoints: un agauche, note B QA ? et un a droite, hom,(B, I). Pour 
tout B-module agauche X, nous notons par G5, :B aA X -+ X l’application 
@,&I @ x) = 6 * x prolongee par linearit& 
fjvidemment Qi,est un morphisme d modules et les morphismes (@~~xGm~(nf 
donnent un morphisme d’adjonction Qt deB aA ? avec q* . 
PROPOSITIO?G 2. I. soit y : A --j B un morph&me d’anneaux. Lesa@??mtions 
suivantes sont $zfivalentes: 
(1) q~ est un ipimorphisme d’anneaux; 
(2) Le foncteur “ estriction” p”+ :mod(B) -+ mod(A) est pleinement fiddle; 
(3) B O,WdAN = 0. 
En effet, soit QB : B @A B + B le morphisme canonique d fini plus haut; 
alors p est un Cpimorphisme d’anneaux siet seulemcnt siQB est un isomor- 
phisme d’anneaux ([12]). 
(1) r)r (2). Si 9 est un Cpimorphisme, alors GJ~ est un isomorphismc; ais 
alors, pour tout B-module (& gauche) libre iif, @, : B @A M --+ M est un 
isomorphisme. Done Qx est un isomorphisme pour tout B-module (a gauche) 
X, en utilisant l’exactitude d  foncteur ?p* et le fait que, pour X, nous avons 
la suite exacte: 
MI+M,+X-+O 
avec M,, , M, libres. Done le morphisme fonctoriel 
CD : B QA ? -+ Id mod(B) 
est un isomorphisme fonctoriel et par suite ‘p* est pleinement fideie. 
complication (2)D (1) est evidente. 
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(1) * (3). Si IpB est un isomorphisme, alors 3 QA 9 est un isomorphisme, 
done B OR (~~~~A)) = 0. 
(3) + (I). En effet, dans cette hypothese, B Qa 4p est un isomorphisme, 
done aB est un isomorphisme, car@B 0 (B @A ‘p) = lB . 
Si v:A --f B est un epimorphisme d modules et si 0 : Id mod(B) --+ 
hom,(B, ?) est un morphisme d’adjonction (pour tout XE mod(B), 
@, : X -+ hotn,(B, X) est defini ainsi: B&)(b) = b . x) alors 8 est un 
isomorphisme fonctoriel. 
Nous dirons que ‘p : A --t B est un Cpimorphisme plat a gauche ou, 
conformement a la terminologie de Silver ([lo]) une localisation gauche de A, 
si v est un Cpimorphisme d’anneaux etB, consider6 comme A-module a
droite, est plat. 
COROLLARY 2.2. Sort ‘p : A -+ B un ~~i~ph~~e d’anueaux. Alors: 
(1) Si Q est un objet tel que (p*(Q) est injectif daus mod(A), alors Q est injectif. 
(2) L.es a$frmations suivantes s nt &uivaleutes: 
(a) v est un &&rwrphkneplat h gauche; 
(b) Sd Q est un o&jet ~nject~~ mod(B), alors ‘p*(Q) est injectz~da~ mod(A). 
En effet, (1) est une consequence de la proposition et (2) de la proposition 4 
du [2-J. 
Observation. L’afIirmation (2) d u corollaire ci-dessus a un &once 
beaucoup lus large: elle reste ncore valable si on supprime le terme 
“‘Cpimorphisme” en le remplacant par “morphisme”. 
LEMME 2.3. Soient A un anneau, Y un A-module a droite etX un A-module 
a gauche, tels que pour tout xE X on ait Y B*(x) = 0 [(x) est le sowmodule 
de X engendre’ parx]. Alors, pour tout yE Y et toute suite finie x, ,..., x, 
d~~~~ts de X on peut rouver des yI ,..., y, , E Y et des a, ,..., a, de A tels que: 
En effet, on utilise l’induction sur R. Le cas n = 1 est une consequence du 
lemme 10, chap. I, 52 de Cl]. Admettons n > 1 et le resultat v lable pour 
n - 1; done il existe xi,..., zk E Y et c, ,..., ck EA tels que 
(4 i wr = Y 
r=l (2) 
@I Cpj = 0 pour 1 < r < k; 1 <j < n - 1. 
Soit X’ le sous-module d X cngendre par les elements cix, ..., ckx,; de 
l’hypothkse on d6duit que Y @A X’ = 0 done C”,, z, @ c,xn = 0. Alors 
([I], chap. I, $2, lemme 10) il existe des elements yi,..., ym E Y et 
hr~~sism;lsrsk de A tels we 
(4 gYi%=zr (1 GrG4 
(3) 
(b) ~lai,,.=o (1 <i<nz) 
En multipliant lesrelations (a)de (3) respectivement par c,. B droite, n
sommant sur et en tenant compte des relations (a)de (2), on deduit 
Soit: 
Tenant compte des relations (b)de (2) et (3) on deduit que yi ,..., ym 
et ai ,..., a, drifient les relations (1). 
COROLLAIRE 2.4. Soient Y un A-module i2 droite etX un A-module &
gauche. Les afirmations suivantes sont equivalentes: 
(I) PourtoutxEX, Y&(x) =o; 
(2) Pourtouty~Yetx, ,..., x,~X,ilexistey~ ,..., y,~Yeta, ,..., a,,,eA 
tels que les relations (1)ont vbrifiees. 
D&wnstratbn. L’implication (1) =c- (2) est en fait 1’CnoncC du lemme 
precedent; l’implication (2) =G= (1) est riviale conformtment au lermne 10 du 
chap. I, $2 du [l]. 
PROPOSITION 2.5. Soit p : A + B un morphisme d’anneaux. Pour b E B, 
on notera 6 son image darts B/p(A) par le rrwrphisme canonique (ou sa &se 
module v(A)). Les afirmations suivantes sont +uivalentes: 
(a) Pour tout bE B, B @A (6) = 0; 
(b) Pour bI ,..., b, EB, il existe bi,..., b,’EB, a, ,..., a, EA tels que 
(1) Ci b’dai) = 1; 
(2) p(a& E v(A) (1 < i < m; 1 <j < n). 
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La demonstration est une consequence du lemme 2.3 et du corollaire 2.4. 
Nous dirons qu’un morphisme d’anneaux q : A -+ B est pre-plat a gauche 
s’il verifie les conditions Cquivalentes de la proposition 2.5. 
COROLLAIKE 2.6. Soit g, : A + B un morphisme d’anneaux pre-plat a 
gauche. Alors: 
(1) v est un Lpimarphisme d’anneaux; 
(2) Pour tout ideal h gauche _b de B, on a _b L= Bq~(q~‘(_b)). 
(3) Si A est noethkrien (resp. artinien) alors B est aussi noethkrien (resp. 
artinien). 
La demonstration derive de la proposition 2.1 et de la precedente. 
Maintenant nous obticndrons une caracterisation des Cpimorphismes plats 
d’anneaux, en employant le concept de localisation. 
THBOR&ME 2.1. Soit v : A + B un morph&me d’anneaux. Les affirmations 
suivantes sont equivalentes: 
(1) q~ est un epimorphisme plat h gauche; 
(2) q~ est pre-plat a gauche et, pour tout x c- ker(p), on a B @;a (x) = 0; 
(3) L’ens tmble 17, des ideaux a gauche _a de A tels que B&z) = B est une 
topologie additive sur A et il existe un isomarphisme canonique t : A$ -+ B 
tel que t 0 *A = v. 
En effct, (1) 3 (2) es evidente, conformement aux propositions 2.1 et 2.5. t 
(2) .* (1). Soient x1 ,..., x, E A et b, ,..., b, E B tels que x:t biv(xi) = 0. 
Conformcment a la proposition 2.5, il existe des elements p1 ,..., p, E B et 
yr ,..., ym E A tels que 
(a) CBP(YJ = 1; 
j (4) 
(b) F(Yj) bi = V(G) (1 <i<n; 1 <j<m) 
Alors, pourj = l,..., m, on a successivcment: 
0 y= dYJ x b?44 = 1 dYJ b7w = c p;cwi) = v (1 Wi) 
i i i i 
Done xi zjixi E ker(v) pour tout j = I,..., m. Mais dans le B-module B 
gauche B On (x1 ,..., x,) on a: 
Mais xi zlixi E ker(cp) n (x1 ,..., x,Jet par bypothese 
B OA (Wd n (x1 ,..., 4) = 0 
Done on deduit que 
Conformement Q Ia proposition 13 du chap. I, 92 du [I], on deduit que B est 
A-plat a gauche. 
(1) 5 (3). Soit F, l’ensemble des ideaux B gauche a de A tels que 
B&z) = B ou, ce qui est la mGme chose, B @A (A/a) == 0. On peut verifier 
tout de suite que F, est une topologie additive; la sous-categoric localisante 
associte est form&e des objets XE mod(A) tels que B ga X = 0. On deduit 
immediatement quea EF, si et seulement sion peut trouver des elements 
6 1 ,..., 6, fB et a, ,..., a, EA tcls que Cl, by = 1. 
Verifions que rF = ker(q). En effet, si xE Fq, alors il existe un_a EF~ 
avec _a *x = 0, don: on peut rouver des elements a,,..., a, E_a et 6, ,..., 6, ER 
tels que xi hida<) = 1 et six = 0 (1 < i -<, n). Mais alors 
done rF C ker(p). ~~ainten~t, si yE ker(e;), alors 1@ y = 0; done, con- 
form&m&t au lemme 10 du chap. I, $2 El], il existe d s elements 6,,..., 6, E: B
et a, ,..., a, eA tels quc xi bicp(aJ = 1 et aiy = 0 pour tout i. Done 
_a = (ai )...) a,)EF,etyErF .
Ainsi A/rF coi’ncide cano;quemcnt avec gr(A). 
Nous noto& par: 
~application define comme suit (Fat est la partie confinale de F, formee des 
ideaux de type fini): 
Si a! = c&z, f) est un element de AF , oti aE F,’ et f est un morphisme 
de A-modules de _a dans q-(A), alors $ = (x1 ,..., x,)et pour x1 ,..., x, il 
existe d s elements 6,, . . ., 6, E R tels que & bz&xi) = 1; on pose: 
44 = t: hfl4 
Montrons que t est bien dtfinie; soit done 
&?,f) = cl&‘, f’) 
48r/16jr-4 
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oh _a’ = (Xl’,..., x,‘) est tel qu’il existe br’,..., b,’ E B tels que xi ZI~~X{) = 1. 
Alors il faut montrer que 
(5) 
En effet, on peut admettre que _a’ C _a et la restriction de f A _a’ est exactement 
f’. Mais alors 
xj’ = C &jx, (1 < j < m) (6) 
I 
Done 
1 = T bj'p(xj') = 7 bj' (T P(h,j) p(4)) = T bs34xi) 
ou encore 
Comme B est plat, on peut trouver (Cl], prop. 13, chap. I, $2) des elements 
Wl<i<%lgk<T de A et des Clement-s ,!?r ,..., /3, E B tels que 
C bj'v(&j) - bi = ~BkV(QJ (l < i < n) 
j 
et 
C CZikXi = 0 
Mais alors 
h = C bi’P(x,i) - 1 Bkdaik) 
done 
I k 
C bif(xi) = 1 (c b,b(hi”)) f lxi> - J$ ($ BIdat*)) f txi) 
I a i 
Comme f est un morphisme de A-modules, on deduit: 
T bif(%) = 1 b,’ (T f(hjxi)) - $8k (c f(aik%)) 
j * 
(7) 
Conformement aux relations (6) et (7), on deduit la relation (5) done t est 
bien d&tie. 
Le fait que t soit un homomorphisme d’anneaux est question de routine, 
nous allons omettre cette verification. 
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Prouvons que t est injectif: en effet, si t(cZs(_a,f)) = 0 avec a = (x1 ,..., x,)
pour lequel iexiste b,,..., b, EB tels que xi b&xi) = 1, alors Cibif(xJ = 0. 
Maisf(xi) = dyi) E dA), done xi b,dyi) = 0. Mais B est A-plat a gauche 
done ([I], chap. I, $2, prop. 13) on peut rouver des Cl6ment.s uii(1 < i < n, 
1 <j < m) de A et des elements /3r ,..., & E B tels que 
et 
1 aiiyi = 0 (1 < j < m) 
I 
Mais alors 
Done l’ideal a gauche _a’ de A, engendre par les elements (xi aijxi}iGiGna est 
dans F, et Cvidemment _a’ C _a. Mais pour tout j = l,..., m on a: 
f (T aijXi) = T $O(Uij)f(xi) = T daij) dYi) = v (7 aijyi) = O 
Done la restriction de f, a, a’ est nulle; ce fait montre que cls(a,f) = 0, 
done t est injectif. 
Mais t est aussi surjectif: en effet, conformement a la proposition 2.5, 
pour bE B on peut rouver des elements x1,..., x, EA et b, ,..., b, EB tels que 
xi b,d(x,) = 1 et dx,)b = d(rJ E p(A) pour tout i= l,..., it.Evidemment 
_a = (x1 )..., x,)E F,; soitf : a+ dA) defini parf(xJ = I. Si xi ~iXi = 0 
alors Cidhi)dxi) = 0, d one, en multipliant par b, on obtient: 
0 = C PC&> d4 b = C dxi) dYi) = 1 dhi)f(xd 
i i I 
Doncfest un homomorphisme d A-modules. 11est clair que t(cls(_a,f)) = b. 
(3) q (2). Gvidemment ker(q) = rF,, done pour tout xE ker(v) ily a 
un _a = (x1 ,..., x,)avec a * x = 0 et on peut rouver des elements b,,..., b, EB 
tels que xi b&xi) = 1. Ceci montre que B @A (x) = 0. 
Pour b E B, g = {AA) : b} EF, done on peut trouver des elements 
x1 ,..., x, Eg tels que v(xi)b E d(A) pour tout i, et des elements bl,..., b, EB 
tels que xi bzq(xi) = 1. Done v est pre-plat. 
Soit F une topologie a gauche sur l’anneau A et soit F la sous-categoric 
localisante associee. On note par mod Al.9 ([4], chap. III) la categoric 
quotient, par a : mod A/S -+ mod A le foncteur d’inclusion et par p un 
adjoint a gauche de a. 11 existe unfoncteur canonique a’: mod A/9 -+ mod A, 
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tel que #* 0 CC’ N a (# = 4A : A -* A, est le morphisme canonique d’anneaux). 
a’ admet un adjoint a droite ,G’ N a’ 0 $+ . De plus, mod A/9 est la categoric 
quotient de mod A, par la sous-categoric localisante ,ZJ’ = 4*(mod AF) n S. 
Si q : A -* B est un Cpimorphismc d’anneaux plat a gauche et si 9 est la 
sous-categoric localisante associde a la topologie F, , alors a’ et p Ctablissent 
une equivalence cntre les categories mod A/9 et mod B. Dans ce cas le 
fonctcur de localisation est canoniquement isomorphe au foncteur B @A 2; 
si X E mod A, alors X, ‘v B @:A X et le morphisme canonique #x : X + 
B @,, X est defini de facon naturelle: Jlx(x) = 1 @ x. 
Dans ce qui suit, on en donne une nouvelle demonstration de la 
proposition 3.2 de [13]. 
PROPOSITION 2.8. Soit F une topologie b gauche sur l’anneau A. Avec les 
notations ci-akssus, les a~rmations suivantes sont eqquivalentes: 
(a) Pour tout _a E F, A, BA (A/a) = 0; 
(b) #*(mod Ar) n 9 = 0, od 9 est la sowcatexorie localisante associbe a 
F et I,!I : .4 + Ar le marphisme carwnique. 
(c) F contient un sous-systkme cofinal d’ideaux de type jni et le foncteur de 
localisation L(X) = Xr est exact (L : mod -4 + mod A). 
(d) Pour tout X 5 mod A, le morphisme canonique de Ar--modules 
8,: AF$JAX+XF 
est un isomarphisme. 
(e) Les foncteurs (Y’, /3’ e’tablissent un equivalence entre les categories mod A, 
et mod A/9. 
Dkmonstratian. L’equivalencc (b) N (c) est Claire. 
(b) => (a). fividcnt, conformemcnt au lemme I .3. 
(a) 3 (b). Si X E mod Ar est cl que 4*(X) E 9 alors AP aA 4*(X) = 0. 
Rlais, du fait que le morphisme canonique 0, : A, @A 4+(X) + X est 
Cpimorphisme on deduit que X = 0. 
(a) 3 (c). En employant le theoreme 2.7, on deduit que F = Fd, done 
$ est un dpimorphisme plat d’anneaux. Pour X E mod A, 0, est en fait le 
compose des morphismes 
L’equivalence (a) o (d) est Cvidcnte. 
Enfin, l’implication (c) = (d) est en fait la proposition 4 du chap. V, 
92 de [4]. 
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3. APPLICATIONS DES BPIMORPHISMES PLATS D'ANNMJX 
PROPOSITIOX 3.1. Soit A un anneau commutatif et soit _a un i&al de A. 
Le.9 aJjirmations suivantes sont $uivalentes: 
(a) A/g est plat; 
(b) Si xl ,..,, x  Eg, afors t’idkal _a’ engendri? pm ies &ments x1 ,..., x, est 
engd~k par un ~~~~nt ~~pot~t. 
D&non&ration. (a) 3 (b). Conformkment autheoreme 2.7 (b), A/g est 
plat si et seulement si(A/g) Qa (x) = 0 pour tout xE a. Soit x1 ,..., x, E-a; 
en employant le. lemme 2.3, on peut trouver des elements yI,.,.,ym E A et 
a, ,..., a, EA tels que 
(i) 1- CL, a,y, = s E -a 
(ii) aixj = 0 (1 < i < m, 1 < j < n). 
Mais ii est clair que x, = xjz pour toutj = l,..., m  Puis 
conformement aux relations (ii). Done (x1 ,..., x,J= (z) et x est un 
idempotent. 
(b) => (a). En particulier, pour tout xE a, on a la situation (x)= (y) 
avec yidempotent; done y( 1 - y) = 0; done 
1 --(I -Y)E(Y) 
(1 -Y)Y = 0 
et il s&it d’observer quele point (b) du theoreme 2.7 est satisfait. 
COKOIJ-MRE 3.2. Si A est un anneau commutatif et si g est un id&t de 
type fini de A, alors A/g est pkzt si et seulement si _a est sommande direct, done 
projectif. S  A est un anneau noetherien, alors les modules mcmog&es plktS sont 
projectifs. En particulier, tout anneau commutatif noetherien r&ulier ausens 
de van Neumann est semi-simpk. 
Dkmonstration. ConformCment a la proposition precedente, il nous reste 2 
demontrer laderniere partie, En effet, soit A un anneau regulier au sens 
de von Neumann et noethcrien. Alors tout ideal de A est sommande direct, 
done projectif; en particulier on deduit que A cst injectif, done chaque 
module projectif estinjectif. I1 y abeaucoup ~argumentations (par exemple 
[9]) d’oh rCsulte que tout module st injectif. 
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Soient A un anneau commutatif et _a un ideal tel que A/a soit plat; sip est 
un ideal premier de A tel que _a @p, alors il existe unx E _a, x f 0, tel que 
x $p, done (4 = ( ) e oh e est un idempotent, done e(l - e) = 0, done 
1 - e EP, d’oh resulte que _a +p = A. Nous avons ainsi montre que 
I’ensemble desideaux premiers deA se divise endeux parties: V(g) (c’est a 
dire l’ensemble desideaux premiers qui contiennent -a)et D(a) qui contient 
les ideaux premiers qui ne contiennent pasa, done sont comaximales avec _a. 
TH~OR~ME 3.3. Soient A un anneau commutatifet a un i&al de A tel que 
A/_a est plat. Les afirmations suivantes sent !quivalentes: 
(1) _a est de typeJini; 
(2) _a est sommande direct deA; 
(3) V(g), l’ensemble des si&?aux premiers de A qui contiennent _a est ouverte 
duns Spec(A) (avec la topologie de Zariski). 
Dtknonstration. Lesimplications (1) 3 (2) et (2) =F- (3) sont immediates. 
(3) 3 (2). Dans les notations ci-dessus, D(a)est de la forme V(b), oh _b est 
unideal de A. gvidemment _a+ _b = A. Si _a n _b + 0, alors ilexiste x E_a n _h, 
x # 0, done conformement 5 la proposition 3.1il existe un idempotent 
e E _a n _b. Mais tout element de a n _b est nilpotent. Done a n &J = 0. 
Observation. La condition (3) de ci-dessus estverifiee si par exemple A 
verifie les conditions de la proposition 4 de[3], c’est a dire s’il existe un
nombre fini d’ideaux premiers deA, tels que tout ideal maximal de A 
contient un de ces ideaux. 
LEMME 3.4. Soknt _a, _b okux idkaux d gauche de l’anneau A tels que 
_a+_b=A,gn_b=O.SiA t es un anneau rkduit (suns t%kents nilpotents 
autres que 0) alors -Q * _b = _b * _a = 0. 
D&nonstration. Soient e E-a, e’ E _b tels que e + e’ = 1; on a ee’ = e’e = 0, 
car ee’ Eg n _b. Si x E _a, alors x = ye et xe’ = yee’ = 0. Puis e’x = e’ye =
x - ex E -a, done e’xe’ = 0, d’oh (e’x)2 = 0, done e’x = 0. De facon analogue 
on deduit que pour tout yE _b, ye = ey = 0. Done, pour x E _a, y E _b on a 
xy = yx = 0. En particulier _a et _b sont des ideaux bilathes. 
THkORkME 3.5. Si A est un anneau rkduit alors tout A-module i2 gauche 
simple projectif estinject$ 
Dkmonstration. Soit S un A-module agauche simple t projectif; alors 
A = S + m et S n m = 0, m &ant un ideal maximal de A. Grace au lemme 
precedent, m est un ideal bilatere t le morphisme canonique y : A + A/m 
est un Cpimorphisme plat. Conformement autheoreme 2.7, A/m est le 
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localise de A par rapport a la topologie F formee des ideaux g de A tels que 
(A/m)&) = A/m. En particulier chaque ideal a gauche ssentiel estcontenu 
dans cette topologie. La demonstration rksulte alors du lemme 1.1. 
COROLLAIRE 3.5. Soit A un anneau r&i&t. Les aflrmations suivantes s nt 
t%+valentes: 
(a) Tout ideal a gauche minimal est projectif (done ngendre’ par un tX4ment 
idempotent); 
(b) Tout i&al h gauche minimal est injectif. 
PROPOSITION 3.6. Soit A un anneau semiartinien [9] commutatif. Les
a@nations suivantes sont $uivalentes: 
(a) A est reduit; 
(b) Tout ideal minimal est project% 
(c) Tout ideal minimal est inject;f; 
(d) A est 6radical singulier nul; 
(e) A est un sowanneau d’un ptoduit decorps. 
Demonstration. (a) * (b). En effet, sia est un ideal minimal, alors 
aa = _a, done _a est engendre par un idempotent, done _a est projectif. 
(a) j (c). Conformement autheoreme 3.4, via (b). 
(c) Z- (b). &dent. 
(b) => (d). Soit xE A tel que Ann(x) soit essentiel. Alors pour tout ideal 
minimal _a de A, on a a * x = 0. Si x # 0, on peut rouver uny E A tel que 
yx # 0 et (yx) est un ideal minimal. Mais il est evident que (y~)~ = 0, done 
(yx) = 0, ce qui est absurde. 
(d) + (a). L’anneau total des quotients de A est regulier au sens de von 
Neumann, done A est reduit. 
(a) + (e). Soit A un anneau semi-artinien reduit; alors, conformement 
a la proposition 1.4on deduit que l’anneau total des quotients de A s’identilie 
a hom,,(So(A), So(A)) oii So(A) est le socle de A; ce demier anneau est un 
produit decorps (commutatifs). 
(e) =F- (a). &dent. 
4. ~PIMORPHISMFS PLATS (A GAUCHE) MAXIMAUX D'ANNRAUX 
Soit 9 : A --t B un morphisme d’anneaux. Maintenant ous notons par F, 
I’ensemble des ideaux agauche de A tels que B QA (A/@ : x}) = 0 pour 
tout xE A. &idemment F, est une topologie a gauche sur A. 
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Soit F une topologie  gauche sur A, AF le localise de A par rapport a F et 
4 : A ---f A, le morphisme canonique. On dira que F est une topologie 
parfaite si F = F+ . La proposition 2.8 donne en fait une caracterisation des 
topologies parfaites. On note par P l’ensemble destopologies parfaites F sur A
telles que rF = 0. P n’est pas vide, car il contient la opologie triviale. Du 
thtoreme 2.7 on deduit que les elements de P sont en correspondence 
biunivoque avec les classes demorphismes p&plats agauche dc source A 
et de noyau nul, aussi avec les classes debimorphismes plats a gauche de 
source A.Le resultat suivant est decisif pour la construction que ous avons 
en vue: 
THI?OR&IE 4.1. Avec les notations ci-dessus, l’ensemble P est jiltrk it 
droite r ’latifci l’ordre d s topologies ($1). 
IXmonstration. Soit D une topologie a gauche saturee t lle que rD = 0. 
On pose U = A, et on identifie A a un sous-anneau de U. Si F, GE P, on 
note par B, C les anneaux AF , A, identifies a d sous-anneaux de U, con- 
formement a la proposition 1.7. Soit R le plus petit sous-anneau de U qui 
contient B et C. 11 est clair que les elements deR sont de la formc 
ou bji EB, cji EC et n est suffisamment grand. 
Montrons que l’inclusion canonique A C R est un Cpimorphismc plat a
gauche. Grace au theoremc 2.7, il suffit deprouver que cettc inclusion est 
un morphisme pr&plat. Soit b E B, c E C; alors onpeut rouver (prop. 2 5, (b)) 
des elements sr,..., s, de A et b, ,..., b, de B tels que 
F bisi = 1 et sib = xi E A pour tout i. 
Soient t, ,..., t, EA, c1 ,..., c, E C tels que 
T cjtj = 1 et tj(xic) = yij EA pour tout i,j. 
ConsidCrons leClCments {tjsi}j,i de A et les elements (b,cj}i,j de R. Alors 
C bicjtjsi = T bi (x cjtj) si = I 
i.j j 
et 
tjsibc = tj(xic) = yij E A 
Mais il est chair que tout Clement de R est somme d’elements de la formc 
Y = b,r,b,c, ‘a*b,cn (“) 
ofi 
b 1 >..., b, E3; c, )L.., c, Ec. 
Nous altons montrer que pour r on peut rouver des CfEments rr,*.., r, ER 
et s, )..., s, eA tefs que 
c Y,S, = I et sg E A pour tout i. 
k 
L’tilisons l’induction surn (conformCment 1! (x)). Pour n = 1 tout cela 
resultc dcs considerations precedentes. Admettons quc TZ > 1 et l’affirmation 
vraie pour n - 1. Alors il ya lea elements or,..., qz ER et 1, ,,.., tl EA tels quc 
et pour toutj. 
pour toutj, k.
Soient cl’,..., c,I EC et X, ,..., z, EA tels quc 
c Cf’Zf = 1 et xfxkjc, E A 
f 
Considerons alors Ies BCments: f~,+&,,~,,. de A et (Yjbkcf)j,k,f de B, I1est 
ctair que 
pour terminer, remarquons que tout element de X est somme d’eidments de 
la forme (*) pour le mCme n. Le reste est immediat. 
Done l’inclusion A CR est un Bpimorphisme plat agauche. Sion note par 
II la topologie a gauche sur A, form&e dcs ideaux _a tels que R * ,a =i R, alors 
F < H, G < N. De plus, on vCrifie immediatement queH est le plus petit 
clement de P plus fin que F et G. 
58 POPESXJ BT SPIRCU 
(1) Si B est un A-module plat hgauche (c’est-h-dire con.wdt% comme module a 
gauche st plat) et si C cottsia%e comme A-module h droite est plat, alors 
l’inclusion A C B est un 6pimorphisme plata gauche. 
(2) Si B est un A-module plat agauche t a droite, alors l’inclusion A C B
est un @Gnorphisme plat agauche. 
Demonstration. (1)Considerons le diagramme commutatif 
oti les verticales sont don&es par l’inclusion B C C, u(b @ b’) = bb’ et 
~(b @ c) = bc. Le morphisme ZI admet la factorisation 
ou s est don& par l’inclusion B C C et t(c @ c’) = cc’. Mais C est plat a
droite, done s est un monomorphisme; du fait que t est un isomorphisme on 
deduit que t 0 s = v est un monomorphisme d A-modules. Done u est un 
monomorphisme d A-modules, c’est-a-dire un somorphisme de A-modules. 
Done, conformement B la proposition 2.1, I’inclusion A C B est un Cpimor- 
phisme plat agauche. 




Des propositions 4.1 et 4.2 on deduit le theorbme suivant: 
TH~OR&ME 4.3. Soit A un anneau (quelconque). Alors il existe unanneau 
M(A) et un morphisme d’anneaux 9 :A -* M(A) tels que: 
(1) q est un bimorphisme plat agauche. 
(2) Si # : A --f B est un bimorphisme plat agauche, alors ilexiste ununique 
morphti d’anneaux $ :B -M(A)telque$o# =q. 
(3) Si A C B C M(A) sont els que au mains une des conditions du lemme 
precedent soit veri$ke, alors l’inclusion A C B est un bimorphisme plat (i gauche 
d’anneaux. 
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Dthnstration. Avec les notations de la demonstration du theoreme 4.1, 
nous notons par ~(~} 1 e sous-anneau de U reunion de tous les ous-anneaux 
B de U, qui contiennent A et tels que l’inclusion A C 3 est un epimorphisme 
plat agauche. Tout derive dutheorbme 4.1 et du lemme 4.2. 
L’anneau M(R) gCnCralise au cas non-commutatif l’anneau B&4) introduit 
dans ES] pour le cas cormnutatif. On peut aussi demontrer quelques rkwltats 
analogues, comme pour le cas commutatif. 
L’anneau M(A) sera nommi: l’anneau total des quotients h gauche de A. 
I1 y a encore beaucoup de questions sur l’anneau M(A), qui seront 
developpees dans un futur travail. 
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